
3 ２次元確率変数

3.1 離散型の2次元確率変数

同時分布（joint distribution） 確率変数X，Y を組にした (X, Y )を 2次元確
率変数という。X，Y はともに離散型確率変数とし，X = xiかつ Y = yj となる
確率を p(xi, yj)とすると，(X,Y )の確率分布は次のように表される。

X \ Y y1 y2 · · · ym 計

x1 p(x1, y1) p(x1, y2) · · · p(x1, ym) p(x1, ·)
x2 p(x2, y1) p(x2, y2) · · · p(x2, ym) p(x2, ·)
...

...
...

...
...

xℓ p(xℓ, y1) p(xℓ, y2) · · · p(xℓ, ym) p(xℓ, ·)
計 p(·, y1) p(·, y2) · · · p(·, ym) 1

この分布をX，Y の同時確率分布といい，p(xi, yj)は同時分布の確率関数を表す。

p(xi, yj) = P (X = xi, Y = yj) ,
ℓ∑

i=1

m∑
j=1

p(xi, yj) = 1 (1)

周辺分布（marginal distribution） 上の同時確率分布において，横方向に加
えた確率は P (X = xi)，縦方向に加えた確率は P (Y = yj)になる。

p(xi, ·) =
m∑
j=1

p(xi, yj) = P (X = xi) ,
ℓ∑

i=1

p(xi, ·) = 1 (2)

p(·, yj) =
ℓ∑

i=1

p(xi, yj) = P (Y = yj) ,
m∑
j=1

p(·, yj) = 1 (3)

同時確率分布と対比して，Xのみまたは Y のみの分布のことを周辺確率分布とい
う。p(xi, ·)はXの周辺分布，p(·, yj)は Y の周辺分布の確率関数を表す。

X x1 · · · xℓ

P p(x1, ·) · · · p(xℓ, ·)
Y y1 · · · ym

P p(·, y1) · · · p(·, ym)

独立な確率変数 X，Y は離散型確率変数とする。X，Y のすべての値 xi，yjに
ついて p(xi, yj) = p(xi, ·)× p(·, yj) が成り立つとき，X，Y は独立であるという。

X，Y が独立 ⇐⇒ p(xi, yj) = p(xi, ·)× p(·, yj)
⇐⇒ P (X = xi, Y = yj) = P (X = xi)× P (Y = yj) (4)
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次の分布表の Y とZは周辺分布としては同一である。しかし，左表の同時分布に
従うX，Y は独立であるが，右表の同時分布に従うX，Zは独立でない。

X \ Y 1 2 3 計

1 0.09 0.15 0.06 0.3

2 0.12 0.20 0.08 0.4

3 0.09 0.15 0.06 0.3

計 0.3 0.5 0.2 1

X \ Z 1 2 3 計

1 0.15 0.12 0.03 0.3

2 0.09 0.26 0.05 0.4

3 0.06 0.12 0.12 0.3

計 0.3 0.5 0.2 1

3.2 連続型の2次元確率変数

X，Y は連続型確率変数とする。2次元確率分布が確率密度関数 f(x, y)をもつ
とき，同時分布は次のように表される。

P (a1 ≦ X ≦ a2, b1 ≦ Y ≦ b2) =

∫ b2

b1

∫ a2

a1

f(x, y) dxdy

周辺分布の確率密度関数は次のように表される。

f(x, ·) =
∫ ∞

−∞
f(x, y) dy, f(·, y) =

∫ ∞

−∞
f(x, y) dx

X，Y は連続型確率変数とする。X，Y のすべての値 x，y について f(x, y) =

f(x, ·)× f(·, y) が成り立つとき，X，Y は独立であるという。

X，Y が独立 ⇐⇒ f(x, y) = f(x, ·)× f(·, y) (5)

3.3 確率変数の和の期待値

(X, Y )は 2次元確率変数，g(x, y)は実数値 2変数関数とする。離散型または連
続型の場合の g(X, Y )の期待値を次のように定める。

E [g(X, Y )] =
∑
i

∑
j

g(xi, yj)p(xi, yj)

E [g(X, Y )] =
∫∞
−∞

∫∞
−∞ g(x, y)f(xi, yj)dxdy

離散型確率変数X，Y について，その和X+Y の期待値を求める。g(x, y) = x+y

として上の定義式を用いる（X，Y が連続型の場合も同様である）。

E [X + Y ] =
ℓ∑

i=1

m∑
j=1

(xi + yj)p(xi, yj)

=
ℓ∑

i=1

xi

m∑
j=1

p(xi, yj) +
m∑
j=1

yj
ℓ∑

i=1

p(xi, yj)

=
ℓ∑

i=1

xi p(xi, ·) +
m∑
j=1

yj p(·, yj) = E [X] + E [Y ]
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X，Y は離散型または連続型の確率変数，aは定数とする。2.3節の結果と合わせ
て，E [ ]は次の性質をもつ。

E [aX] = aE [X] , E [a] = a, E [X + Y ] = E [X] + E [Y ] (6)

3.4 確率変数の和の分散

分散 離散型確率変数X の期待値を µ = E [X]とおく。(X − µ)2の期待値をX

の分散といい，V [X]と表す（連続型の場合も同様である）。

V [X] = E
[
(X − µ)2

]
=

ℓ∑
i=1

(xi − µ)2 p(xi, ·) (7)

V [X] = E
[
X2

]
− {E [X]}2 (8)

共分散 離散型確率変数X，Y の期待値を各々µ = E [X]，ν = E [Y ]とおく *i。
(X − µ)(Y − ν)の期待値をX，Y の共分散といい，C [X, Y ]と表す（連続型の場 *i

合も同様である）。

C [X, Y ] = E [(X − µ)(Y − ν)] =
ℓ∑

i=1

m∑
j=1

(xi − µ)(yj − ν) p(xi, yj) (9)

離散型確率変数の場合もC [X, Y ] = E [XY ]− E [X]E [Y ]が成り立つ。

C [X,Y ] =
∑
i

∑
j

(xi − µ)(yj − ν) p(xi, yj)

=
∑
i

∑
j

xiyj p(xi, yj)− µ
∑
j

yj
∑
i

p(xi, yj)

− ν
∑
i

xi

∑
j

p(xi, yj) + µν
∑
i

∑
j

p(xi, yj)

=
∑
i

∑
j

xiyj p(xi, yj)− µ
∑
j

yjp(·, yj)− ν
∑
i

xip(xi, ·) + µν

= E [XY ]− µE [Y ]− νE [X] + µν

= E [XY ]− µν

よって共分散は次のように表せる。

C [X, Y ] = E [XY ]− E [X]E [Y ] (10)

分散と共分散 (7)と (9)，あるいは (8)と (10)の比較により，X，Xの共分散は
Xの分散に等しい。

C [X,X] = V [X]

*iµ（ミュー），ν（ニュー）はギリシャ文字。
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独立性と共分散 離散型確率変数X，Y は独立とする。(9)，(4)より

C [X, Y ] =
∑
i

∑
j

(xi − µ)(yj − ν) p(xi, yj)

=
∑
i

∑
j

(xi − µ)(yj − ν) p(xi, ·)p(·, yj)

=
∑
i

(xi − µ)p(xi, ·)×
∑
j

(yj − ν)p(·, yj) = 0× 0

よって独立ならば無相関となる *ii （連続型の場合も同様である）。*ii

X，Y が独立 =⇒ C [X, Y ] = 0 (11)

ただし逆（無相関ならば独立）は成り立たない。たとえば次の表の確率変数X，Y

は無相関であるが，独立ではない。

X \ Y −1 0 1 計

−1 0 0.25 0 0.25

0 0.25 0 0.25 0.50

1 0 0.25 0 0.25

計 0.25 0.50 0.25 1

確率変数の和の分散 X + Y の分散を求める。µ = E [X]，ν = E [Y ]とおく。

V [X + Y ] = E
[
{(X + Y )− E [X + Y ]}2

]
= E

[
{(X + Y )− (µ+ ν)}2

]
= E

[
{(X − µ) + (Y − ν)}2

]
= E

[
(X − µ)2

]
+ 2E [(X − µ)(Y − ν)] + E

[
(Y − ν)2

]
= V [X] + 2C [X, Y ] + V [Y ]

X，Y は離散型または連続型の確率変数，aは定数とする。2.3節の結果と合わせ
て，V [ ]は次の性質をもつ。

V [aX] = a2V [X] , V [a] = 0

V [X + Y ] = V [X] + 2C [X, Y ] + V [Y ] (12)

特に，独立の場合は次が成り立つ。

X，Y が独立 =⇒ V [X + Y ] = V [X] + V [Y ] (13)

*ii無相関は，C [X,Y ] = 0の言い換えである。
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