
2 確率変数

2.1 離散型確率変数と確率分布

確率変数 試行の結果によって値が定まる変数のことを確率変数といい *i，X等 *i

の文字で表す。確率変数の値のことを実現値といい，x等の文字で表す *ii。確率 *ii

変数Xが離散量（整数値）であるとき，Xを離散型確率変数，Xが連続量（実数
値）であるとき，Xを連続型確率変数という。

離散型確率分布 離散型確率変数X の実現値のひとつを xとする。X = xとな
る事象の確率を P (X = x)と表すことにする。実現値 xに，確率 P (X = x)を対
応させたものを離散型確率分布という。p(x) = P (X = x)とおくとき，xの関数
p(x)を確率質量関数あるいは簡単に確率関数という。確率 P (X = x)の総和は常
に 1である。

P (Ω) =
∑
x

P (X = x) = 1

たとえば，3枚の硬貨を同時に投げ，表の出た枚数をXとすると，Xは確率変数
である。標本点はHHH，HHT，HTH，THH，HTT，THT，TTH，TTTで，こ
れらは同様に確からしいから，Xの確率分布表は次のようになる。

Xの値 0 1 2 3

確率
1

8

3

8

3

8

1

8

期待値（expected value; expectation） 離散型確率変数Xが次の確率分布表
で与えられているとする。確率の総和は 1である（

∑n
i=1 pi = 1）。

X : x1 x2 · · · xn

P : p1 p2 · · · pn

次のように定めた値をXの期待値または平均値といい，E [X]と表す。期待値は
確率変数ではなく確定値である。

E [X] =
n∑

i=1

xipi (1)

確率変数の関数の期待値 X は離散型確率変数，y = g(x)は実数値関数とする。
試行の結果によってXの値や g(X)の値が定まるため，Y = g(X)は確率変数であ
る。上の確率分布をもつXに対して，g(X)の期待値を次のように定める。

E [g(X)] =
n∑

i=1

g(xi)pi

*i確率変数X は標本点 ωの関数である。
*ii確率変数を大文字で，その実現値を小文字で表すことが多い。
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分散（variance） 確率変数Xの期待値を µ = E [X]とおく。(X −µ)2の期待値
をXの分散といい，V [X]と表す。分散も確率変数ではなく確定値である。*iii*iii

V [X] =
n∑

i=1

(xi − µ)2pi, V [X] = E
[
{X − E [X]}2

]
(2)

離散型確率変数の場合も，公式 V [X] = E [X2]− {E [X]}2が成り立つ。なぜなら∑
xipi = µ = E [X]，

∑
pi = 1を用いると

V [X] =
∑

(xi − µ)2pi =
∑

(xi
2 − 2µxi + µ2)pi

=
∑

xi
2pi − 2µ

∑
xipi + µ2

∑
pi

=
∑

xi
2pi − 2µµ+ µ2

=
∑

xi
2pi − µ2 = E [X2]− {E [X]}2

となるからである。離散型確率変数Xの分散は次のように求めてもよい。

V [X] =
n∑

i=1

xi
2pi − µ2, V [X] = E

[
X2

]
− {E [X]}2 (3)

また，分散の非負の平方根をXの標準偏差といい，σ [X]と表す。

σ [X] =
√

V [X] (4)

期待値・分散の求め方 離散型確率変数Xの確率分布が次の分布表で表されてい
るとする。

X : 0 1 2 3

P :
1

8

3

8

3

8

1

8

Xの期待値E [X]，分散 V [X]，標準偏差 σ [X]は次のように求められる。

E [X] = 0 · 1
8
+ 1 · 3

8
+ 2 · 3

8
+ 3 · 1

8
=

3

2

V [X] =

(
0− 3

2

)2
1

8
+

(
1− 3

2

)2
3

8
+

(
2− 3

2

)2
3

8
+

(
3− 3

2

)2
1

8
=

3

4

V [X] = 02 · 1
8
+ 12 · 3

8
+ 22 · 3

8
+ 32 · 1

8
−
(
3

2

)2

=
3

4

σ [X] =

√
3

4
= 0.866

*iiig(x) = (x− µ)2 のとき，分散は V [X] = E [g(X)]と表せる。
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2.2 連続型確率変数と確率分布

分布関数 Xは離散型または連続型確率変数とする。F (x) = P (X ≦ x)とおくと
き，xの関数 F (x)を累積分布関数あるいは簡単に分布関数という。分布関数のグ
ラフは累積相対度数の折れ線図とほぼ同等である。

確率密度関数 Xが連続型確率変数で，その分布関数F (x)が微分可能のとき，そ
の導関数 f(x) = F ′(x)のことを確率密度関数という *iv。確率密度関数 f(x)は， *iv

X = xの近傍の起こりやすさを表すが，確率 P (X = x)そのものではない。事象
a ≦ X ≦ bの確率は f(x)の積分（または広義積分）で表される。*v *v

P (a ≦ X ≦ b) =

∫ b

a

f(x)dx (5)

全事象Ωの確率は 1である。

P (Ω) = P (−∞ < X < ∞) =

∫ ∞

−∞
f(x)dx = 1

期待値 連続型確率変数X が確率密度関数 f(x)をもつとする。次のように定め
た値をXの期待値または平均値といい，E [X]と表す。期待値は確率変数ではな
く確定値である。

E [X] =

∫ ∞

−∞
xf(x)dx (6)

分散 確率変数X の期待値を µ = E [X]とおく。(X − µ)2の期待値をX の分散
といい，V [X]と表す。分散は確率変数ではなく確定値である。

V [X] =

∫ ∞

−∞
(x− µ)2f(x)dx, V [X] = E

[
{X − E [X]}2

]
(7)

連続型確率変数の場合も V [X] = E [X2]−{E [X]}2が成り立つので，連続型確率
変数Xの分散は次のように求めてもよい。

V [X] =

∫ ∞

−∞
x2f(x)dx− µ2, V [X] = E

[
X2

]
− {E [X]}2 (8)

また，分散の非負の平方根をXの標準偏差といい，σ [X]と表す。

σ [X] =
√

V [X] (9)

*iv確率密度関数をもたない確率分布もある。
*v1点の確率は P (X = a) = P (X = b) = 0だから，P (a ≤ X ≤ b) = P (a < X < b)。
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2.3 確率変数の期待値と分散

期待値の性質 Xは離散型または連続型の確率変数，a，bは定数（試行の結果に
よらない量）とする。期待値E [ ]は次の性質をもつ。

E [aX] = aE [X] , E [b] = b, E [aX + b] = aE [X] + b (10)

3番目の式を確かめる。Xは離散型確率変数とし，次の確率分布をもつとする。

X : x1 x2 · · · xn

P : p1 p2 · · · pn∑
xipi = E [X]，

∑
pi = 1を用いると，

E [aX + b] =
∑

(axi + b)pi = a
∑

xipi + b
∑

pi = aE [X] + b

となるから，(10)の 3番目の式が示される。3番目の式において b = 0とすると 1

番目の式が示され，3番目の式において a = 0とすると 2番目の式が示される。X

が連続型の場合も同様である。

分散の性質 Xは離散型または連続型の確率変数，a，bは定数とする。分散 V [ ]

は次の性質をもつ。

V [aX] = a2V [X] , V [b] = 0, V [aX + b] = a2V [X] (11)

3番目の式を確かめる。期待値の性質と，V [X] = E [{X − E [X]}2]を用いると，

V [aX + b] = E
[
{(aX + b)− E [aX + b]}2

]
= E

[
{(aX + b)− (aE [X] + b)}2

]
= E

[
a2{X − E [X]}2

]
= a2E

[
{X − E [X]}2

]
= a2V [X]

となるから，(11)の 3番目の式が示される。3番目の式において b = 0とすると 1

番目の式が示され，3番目の式において a = 0とすると 2番目の式が示される。

標準偏差の性質 (11)から，標準偏差 σ [ ]は次の性質をもつ。

σ [aX] = |a|σ [X] , σ [b] = 0, σ [aX + b] = |a|σ [X] (12)
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2.4 チェビシェフの不等式

Markovの不等式 離散型または連続型確率変数Xは非負（X ≧ 0），定数 aは
正（a > 0）とする。ここではXは連続型とする。

E [X] =

∫ ∞

−∞
xf(x)dx =

∫ ∞

0

xf(x)dx

≧
∫ ∞

a

xf(x)dx

≧
∫ ∞

a

af(x)dx = a

∫ ∞

a

f(x)dx = aP (X ≧ a)

となるから，次のMarkovの不等式が成り立つ。Xが離散型の場合も同様である。

P (X ≧ a) ≦ E [X]

a

Chebyshevの不等式 Y についてのMarkovの不等式はP (Y ≧ a) ≦ E [Y ] /aと
表せる。確率変数Xが期待値 µ，標準偏差 σ > 0の分布をもつとき，

Y = (X − µ)2 ≧ 0, a = k2σ2 > 0 (k > 0)

とおくと，Markovの不等式から，

P
(
(X − µ)2 ≧ k2σ2

)
≦ E [(X − µ)2]

k2σ2

P (|X − µ| ≧ kσ) ≦ σ2

k2σ2
=

1

k2

となる。期待値 µ，標準偏差 σ > 0である確率変数Xと，任意の k > 0に対して，
次のChebyshevの不等式が成り立つ。

P (|X − µ| ≧ kσ) ≦ 1

k2
, P (|X − µ| < kσ) ≧ 1− 1

k2
(13)
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