
1 事象と確率

1.1 順列・組合せ

階乗 nは正の整数とする。1からnまでの整数の積をnの階乗といい，n!と表す。

n! = n(n− 1)(n− 2) · · · 2 · 1 （n ≧ 1のとき）

一般に (n+ 1)! = (n+ 1)× n!であるから，n = 0のときは，0! = 1と定める。

0! = 1, 1! = 1, 2! = 2, 3! = 6, 4! = 24, 5! = 120, · · ·

順列 n個のものから異なる r個を取る順列の総数は次の式で求められ，nPr等と
表す。

nPr = n(n− 1) · · · (n− r + 1) =
n!

(n− r)!
(0 ≦ r ≦ n)

A，B，C，D，Eから異なる 3個を取って一列に並べる方法 (A,B,C), (A,B,D),

(A,B,E), (A,C,B), . . .の総数は 5P3である。

5P3 =
5!

(5− 3)!
= 5 · 4 · 3 = 60

組合せ n個のものから異なる r個を取る組合せの総数は次の式で求められ，nCr

あるいは
(
n
r

)
等と表す。二項係数とよばれることもある。

nCr =
nPr

r!
=

n(n− 1) · · · (n− r + 1)

r(r − 1) · · · 2 · 1
=

n!

r!(n− r)!
(0 ≦ r ≦ n) (1)

A，B，C，D，Eから異なる 3個を取り出す方法 {A,B,C}, {A,B,D}, {A,B,E},
{A,C,D}, . . .の総数は 5C3である。

5C3 =
5!

3!(5− 3)!
=

5 · 4 · 3
3 · 2 · 1

= 10

Pascalの三角形 二項係数 nCrは次の法則を満たす。

nC0 = nCn = 1, nCr = nCn−r, nCr = n−1Cr + n−1Cr−1 (2)

(2)の第 1式については，0! = 1だから

nC0 =
n!

0!n!
= 1, nCn =

n!

n!0!
= 1

第 2式については

nCr =
n!

r!(n− r)!
=

n!

(n− r)!r!
= nCn−r
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第 3式については，
1

(k − 1)!
=

k

k!
だから

n−1Cr + n−1Cr−1 =
(n− 1)!

r!(n− r − 1)!
+

(n− 1)!

(r − 1)!(n− r)!

=
(n− 1)!

r!(n− r)!
{(n− r) + r} =

n!

r!(n− r)!
= nCr

より示される。(2)により，二項係数は Pascalの三角形を用いても求められる。

1Cr · · · 1 1

2Cr · · · 1 2 1

3Cr · · · 1 3 3 1

4Cr · · · 1 4 6 4 1

5Cr · · · 1 5 10 10 5 1

二項定理 (p+ q)nの展開項の係数は二項係数になる。これを二項定理という。

(p+ q)n =
n∑

k=0

nCk p
kqn−k (3)

n = 2，n = 3，n = 4のとき，二項定理は次のようになる。

(p+ q)2 = 2C0q
2 + 2C1pq + 2C2p

2

(p+ q)3 = 3C0q
3 + 3C1pq

2 + 3C2p
2q + 3C3p

3

(p+ q)4 = 4C0q
4 + 4C1pq

3 + 4C2p
2q2 + 4C3p

3q + 4C4p
4

例えば n = 3，k = 2のとき (p + q)(p + q)(p + q)の展開項が p2q1になるのは，3

個の pから異なる 2個を選び出す場合であるから 3C2通りある。よって (p+ q)3の
展開項 p2q1の係数は 3C2となる。他の nや kでも同様である。

1.2 集合

集合 ものの集まりを集合といい *i，集合に含まれるものを要素または元という。*i

xが集合Aの要素である（xはAに含まれる，属する）ことを x ∈ Aと表す。ま
た，2つの集合A，Bについて，Aのすべての要素がBの要素でもあるとき，Aは
Bの部分集合である（AはBに含まれる）といい，A ⊂ Bと表す。

A ⊂ B ⇐⇒「x ∈ A =⇒ x ∈ B」

A ⊂ BかつB ⊂ Aのとき，AとBは等しいという。

A = B ⇐⇒「A ⊂ BかつB ⊂ A」
*i集合に含まれるか含まれないかは明確でなければならない。
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0個の要素の集まりを空集合といい，∅または {}と表す。空集合は任意の集合の
部分集合とみなされる。

∅ ⊂ A

考察の対象とするもの全体の集合を全体集合という *ii。集合A，Bは全体集合Ω *ii

の部分集合とする。AとBの両方に含まれる要素全体の集合A∩Bを共通部分ま
たは積集合，Aと B の少なくとも一方に含まれる要素全体の集合 A ∪ B を和集
合という。

A ∩B = {x | x ∈ Aかつ x ∈ B}, A ∪B = {x | x ∈ Aまたは x ∈ B}

全体集合の要素のうち，集合Aに含まれない要素全体の集合をAの補集合といい，
ĀまたはA∁（Aコンプリメントと読む）*iii またはΩ − Aと表す。 *iii

Ā = {x | x ∈ Ωかつ x \∈ A}

補集合に関して次のことが成り立つ。

¯̄A = A, Ω̄ = ∅, ∅̄ = Ω

一般に，交換法則，結合法則，分配法則，de Morganの法則が成り立つ。

A ∩B = B ∩ A, A ∪B = B ∪ A

(A ∩B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C), (A ∪B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C)

A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C), A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C)

A ∪B = Ā ∩ B̄, A ∩B = Ā ∪ B̄

集合の要素の個数 集合Aが有限個の要素をもつとき，Aは有限集合であるとい
う。そうでないときは無限集合という。Aが有限集合のとき，Aに含まれる要素
の個数を#(A)と表す。集合の要素の個数は非負である。*iv *iv

#(A) ≧ 0, #(∅) = 0

集合AとBの両方に含まれる要素が存在しない（A∩B = ∅）とき，AとBは排
反であるという。集合の要素の個数について次が成り立つ。

A ∩B = ∅ =⇒ #(A ∪B) = #(A) + #(B)

A ⊂ B =⇒ #(A) ≦ #(B)

必ずしも排反とは限らないときは次が成り立つ（包除原理という）。

#(A ∪B) = #(A) + #(B)−#(A ∩B)

*ii全体集合は考察の対象に応じて適切なものにする。
*iiicomplement：補完物
*iv非負とは，負でないこと，つまり正または 0であること。
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n個の集合A1, A2, . . . , Anのうち，複数の集合に同時に含まれる要素が存在しない
（A1 ∩ A2 = A1 ∩ A3 = A2 ∩ A3 = · · · = ∅）とき，A1, A2, . . . , Anは排反であると
いう。A1, A2, . . . , Anが排反のとき次が成り立つ。

Aiが排反 =⇒ #(A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ An) = #(A1) + #(A2) + · · ·+#(An)

1.3 標本空間

試行と事象 その結果が確率的に定まるような実験や観測等のことを試行（trial）
といい，試行の個々の結果を標本点という。ある試行において，その標本点全体
の集合を標本空間といい，Ωと表す。Ωの部分集合を事象（event）という。事象
は幾つかの標本点の集まりであり，∅を空事象，Ω自身を全事象という *v。事象*v

A，Bに対して，A ∪Bを和事象，A ∩Bを積事象，Āを余事象という。
硬貨を投げ，表が出ることを H，裏が出ることを Tと表すことにする。2枚の
硬貨を同時に投げる試行において，1枚目が表である事象をA，2枚目が表である
事象をBとすると，各事象は次のようになる。

全事象 Ω = {HH,HT,TH,TT} 和事象 A ∪B = {HH,HT,TH}
事象A A = {HH,HT} 積事象 A ∩B = {HH}
事象B B = {HH,TH} 余事象 Ā = {TH,TT}

確率（probability） 事象の起こりやすさを表す数値のことを確率といい，確率
は次の 3条件を満たす。事象Aの確率を P (A)と表す。

1. 0 ≦ P (A) ≦ 1

2. P (∅) = 0，P (Ω) = 1

3. A1, A2, . . . が排反のとき，P (A1 ∪ A2 ∪ · · ·) = P (A1) + P (A2) + · · ·

上の条件 2と条件 3を組み合わせると，次が成り立つことも分かる。

AとBが排反 =⇒ P (A ∪B) = P (A) + P (B)

P
(
Ā
)
= 1− P (A)

特に，標本空間Ωが有限個の標本点からなり，どれが起こることも同様に確か
らしい（equally likely）場合には，確率は次のように求められる。

P (A) =
#(A)

#(Ω)

*v1個の標本点のみからなる事象を根元事象，複数の標本点からなる事象を複合事象という。
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1.4 条件付き確率

条件付き確率 事象Aが起こったことを条件として事象Bが起こる確率のことを
条件付き確率といい，P (B | A)または PA (B)と表す。

P (B | A) = P (A ∩B)

P (A)
(4)

(4)は次の式と同値である。これは常に成り立つ。

P (A ∩B) = P (A)× P (B | A)

次の条件を満たすとき，事象A，Bは独立であるという。

AとBは独立 ⇐⇒ P (A ∩B) = P (A)× P (B) (5)

Bayesの定理 この定理を用いると，条件を反転させることができる。Aと Āは
排反なので，事象Bは排反な事象A ∩Bと Ā ∩Bの和事象になる。

P (B) = P (A ∩B) + P
(
Ā ∩B

)
P (A ∩B) = P (A)P (B | A) , P

(
Ā ∩B

)
= P

(
Ā
)
P
(
B | Ā

)
事象Bが起こったとき事象Aが起こる確率は次のように表せる（Bayesの定理）。

P (A | B) =
P (A ∩B)

P (B)
=

P (A)P (B | A)
P (A)P (B | A) + P

(
Ā
)
P
(
B | Ā

) (6)

さらに，事象A1, A2, . . . , Anが排反で，A1 ∪A2 ∪ · · · ∪An = Ωのとき，Bayesの
定理は次のようになる。

P (Ai | B) =
P (Ai ∩B)

P (B)
=

P (Ai)P (B | Ai)

P (A1)P (B | A1) + · · ·+ P (An)P (B | An)
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