
1 標本分布

1.1 標本抽出

母集団と標本 調査することが想定される対象全体のことを母集団（population）
という。有限母集団と無限母集団に分けられるが，有限の場合も非常に大きな集団
であることが多い *i。母集団から無作為に取り出した一部分のことを標本（sample） *i

という。母集団全体を調査する全数調査（census），標本のみを調査する標本調査
（sample survey）がある。費用や時間に制約がある場合や，破壊を伴う調査を行
う場合は，全数調査でなく標本調査が行われる。

復元抽出と非復元抽出 母集団の要素を 1個ずつ取り出すとき，一度取り出した
ものを元に戻してから次を取り出す方法を復元抽出（sampling with replacement）
という。復元抽出では同じ要素が複数回取り出されることがある。反対に，一度
取り出したものを元に戻さずに次を取り出す方法を非復元抽出（sampling without

replacement）という。標本X1, X2, . . . , Xnの要素Xiは確率変数である。有限母
集団で非復元抽出をするとXiは独立にならないが，母集団は非常に大きいため，
近似的には独立と見なせる。

有限母集団 復元抽出 → 独立
有限母集団 非復元抽出 → 独立でない（近似的に独立）
無限母集団 復元抽出 → 独立
無限母集団 非復元抽出 → 独立

母集団分布 母集団から取り出した 1個の要素 X は確率変数であり，X の確率
分布のことを母集団分布という。母集団分布の特性を表す定数のことを母数（pa-

rameter）という *ii。Xの期待値，分散，標準偏差のことを，母平均，母分散，母
標準偏差といい，これらは母数の例である。

標本分布 標本X1, X2, . . . , Xnの関数のことを統計量（statistic）といい，統計量
は確率変数になる。統計量の確率分布のことを標本分布という。標本平均，標本
分散，不偏分散等は統計量の例である。未知の母数を，統計量を用いて推測する
ことが統計学の主題となっている。

*i硬貨投げ等，何度でも繰り返すことができる試行では，無限母集団を考える。
*ii標本の大きさ，つまり分母の値という意味で「母数」を使う人がいるが，誤用である。
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1.2 標本平均の分布

母平均が µ，母分散が σ2である母集団から取り出した標本をX1, X2, . . . , Xnと
すると，標本の各要素Xiは確率変数で，互いに独立と考えられる。Xiの分布は
母集団分布と同一である。

E [Xi] = µ, V [Xi] = σ2 (1)

標本平均の分布 標本X1, X2, . . . , Xnの平均を標本平均（sample mean）といい，
X̄と表す。標本平均は統計量のひとつである。

X̄ =
X1 +X2 + · · ·+Xn

n

各Xiは (1)の分布をもつから，X̄の期待値は母平均 µに等しい。

E
[
X̄
]
= E

[
1

n
(X1 +X2 + · · ·+Xn)

]
=

1

n
(E [X1] + E [X2] + · · ·+ E [Xn])

=
1

n
(µ+ µ+ · · ·+ µ) =

nµ

n
= µ

各Xiは互いに独立で (1)の分布をもつから，X̄の分散は σ2/nに等しい。

V
[
X̄
]
= V

[
1

n
(X1 +X2 + · · ·+Xn)

]
=

1

n2
(V [X1] + V [X2] + · · ·+ V [Xn])

=
1

n2
(σ2 + σ2 + · · ·+ σ2) =

nσ2

n2
=

σ2

n

以上のことから標本平均 X̄は次の分布をもつ。

E
[
X̄
]
= µ, V

[
X̄
]
=

σ2

n
, σ

[
X̄
]
=

σ√
n

(2)

1.3 チェビシェフの不等式

Markovの不等式 離散型または連続型確率変数Xは非負（X ≧ 0），定数 aは
正（a > 0）とする。ここではXは連続型とする。

E [X] =

∫ ∞

−∞
xf(x)dx =

∫ ∞

0

xf(x)dx

≧
∫ ∞

a

xf(x)dx

≧
∫ ∞

a

af(x)dx = a

∫ ∞

a

f(x)dx = aP (X ≧ a)
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となるから，次のMarkovの不等式が成り立つ。Xが離散型の場合も同様である。

P (X ≧ a) ≦ E [X]

a

Chebyshevの不等式 Y についてのMarkovの不等式はP (Y ≧ a) ≦ E [Y ] /aと
表せる。確率変数Xが期待値 µ，標準偏差 σ > 0の分布をもつとき，

Y = (X − µ)2 ≧ 0, a = k2σ2 > 0 (k > 0)

とおくと，Markovの不等式から，

P
(
(X − µ)2 ≧ k2σ2

)
≦ E [(X − µ)2]

k2σ2

P (|X − µ| ≧ kσ) ≦ σ2

k2σ2
=

1

k2

となる。期待値 µ，標準偏差 σ > 0である確率変数Xと，任意の k > 0に対して，
次のChebyshevの不等式が成り立つ。

P (|X − µ| ≧ kσ) ≦ 1

k2
, P (|X − µ| < kσ) ≧ 1− 1

k2
(3)

1.4 大数の法則

Chebyshevの不等式 1.3節の結果から，期待値 µ，標準偏差 σ > 0である確率
変数Xと，任意の k > 0に対して，次のことが成り立つ。

P (|X − µ| ≧ kσ) ≦ 1

k2
, P (|X − µ| < kσ) ≧ 1− 1

k2

大数の法則（law of large numbers） 平均 µ，分散 σ2の母集団から大きさ n

の標本を取り出し，標本平均を X̄ = (X1 +X2 + · · ·+Xn)/nとすると，任意の正
数 εに対して，次のことが成り立つ。これを「大数の弱法則」という。

lim
n→∞

P
(
|X̄ − µ| ≧ ε

)
= 0, lim

n→∞
P
(
|X̄ − µ| < ε

)
= 1 (4)

なぜなら，X̄についてのChebyshevの不等式P
(
|X̄ − E

[
X̄
]
| ≧ k · σ

[
X̄
])

≦ 1/k2

は，1.2節の結果から，

P

(
|X̄ − µ| ≧ k

σ√
n

)
≦ 1

k2

と表すことができ，ε = kσ/
√
nあるいは k2 = ε2n/σ2と置き換えると，

P
(∣∣X̄ − µ

∣∣ ≧ ε
)
≦ σ2

ε2n
→ 0 (n → ∞)
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(4)の第 1式が得られる。この「大数の弱法則」は確率収束で表現されているが，
概収束で表現された次の「大数の強法則」も成り立つ。*iii *iii

P
(
lim
n→∞

X̄ = µ
)
= 1 (5)

大数の弱法則や大数の強法則の内容はどちらも，n → ∞のとき，標本平均 X̄ が
母平均 µに限りなく近づくことを表している。

中心極限定理（central limit theorem） 平均 µ，分散 σ2である母集団から大
きさ nの標本を取り出し，標本平均を X̄ = (X1 +X2 + · · ·+Xn)/n，その標準化
を Z = (X̄ − µ)/(σ/

√
n)とすると，次のことが成り立つ。これを中心極限定理と

いう。

lim
n→∞

P (Z ≦ z) =

∫ z

−∞

1√
2π

e−
x2

2 dx

左辺はZの分布関数の極限，右辺は標準正規分布N(0, 1)の分布関数である。nが
十分大きいとき，Zは近似的にN(0, 1)に，X̄は近似的にN(µ, σ2/n)に従う。

Z =
X̄ − µ

σ√
n

∼ N(0, 1), X̄ ∼ N

(
µ,

σ2

n

)
(6)

1.5 点推定

推定量 母数を推定するために用いる統計量のことを推定量という *iv。母数 θに*iv

対して，E
[
Θ̂
]
= θを満たす統計量 Θ̂のことを，θの不偏推定量という。

推定量の実現値を推定値という *v。推定量を大文字で，推定値を小文字で表す*v

ことが多い。たとえば標本平均なら，推定量は X̄，推定値は x̄と表す。

母平均の推定値 平均 µ，分散 σ2である母集団から取った標本をX1, X2, . . . , Xn，
標本平均を X̄とすると，1.2節の結果から，X̄の期待値は母平均 µに等しい。

E
[
X̄
]
= µ, X̄ =

1

n

n∑
i=1

Xi (7)

よって，母平均 µの推定値は標本平均 x̄である。

母分散の推定値 次の S2を標本分散（sample variance）という。

S2 =
1

n

n∑
i=1

(Xi − X̄)2, S2 =
1

n

n∑
i=1

X2
i − X̄2

*iii確率収束や概収束は難解なので区別できなくてもよい。
*iv母数 θは，母平均，母分散等。
*v推定量：estimator，推定値：estimate
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公式 V [X] = E [X2]− {E [X]}2の変形E [X2] = {E [X]}2 + V [X]より

E
[
X2

i

]
= {E [Xi]}2 + V [Xi] = µ2 + σ2

E
[
X̄2

]
= {E

[
X̄
]
}2 + V

[
X̄
]
= µ2 +

σ2

n

であるから，S2の期待値は

E
[
S2

]
= E

[
1

n

∑
X2

i − X̄2

]
=

1

n

∑
E [X2

i ]− E
[
X̄2

]
=

1

n

∑
(µ2 + σ2)−

(
µ2 + σ2

n

)
= σ2 − σ2

n
=

n− 1

n
σ2

S2の期待値が母分散 σ2と異なるから，S2は不偏推定量ではない。そこでU2を次
のように定める。

U2 =
n

n− 1
S2 =

1

n− 1

n∑
i=1

(Xi − X̄)2

U2の期待値は母分散 σ2に等しい。

E
[
U2

]
= E

[
n

n− 1
S2

]
=

n

n− 1
E
[
S2

]
=

n

n− 1
· n− 1

n
σ2 = σ2

U2のことを母分散 σ2の不偏推定量あるいは簡単に不偏分散（unbiased variance）
という *vi。母分散 σ2の推定値は不偏分散 u2である。 *vi

E
[
U2

]
= σ2, U2 =

1

n− 1

n∑
i=1

(Xi − X̄)2 (8)

U2 =
n

n− 1

(
1

n

n∑
i=1

X2
i − X̄2

)
U2 =

1

n(n− 1)

{
n
∑

X2
i − (

∑
Xi)

2}

*vi不偏分散 U2 のことを「標本分散」とよぶ文献もある。
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