
重回帰式・補遺

7.3 重回帰式

被説明変数を 2個以上の説明変数で表した式のことを重回帰式という。説明変
数が 2個の場合の重回帰式は回帰平面を作る。重回帰式を ẑ = a + bx + cyとし，
残差平方和を S(a, b, c)とおく。

S(a, b, c) =
n∑

i=1

(zi − ẑi)
2 =

n∑
i=1

(zi − a− bxi − cyi)
2

正規方程式 残差平方和 S(a, b, c)を偏微分し，最小二乗解を求める。

Sa(a, b, c) = −2
∑

(zi − a− bxi − cyi) = 0

Sb(a, b, c) = −2
∑

xi(zi − a− bxi − cyi) = 0

Sc(a, b, c) = −2
∑

yi(zi − a− bxi − cyi) = 0

回帰定数 a，偏回帰係数 b，cは次の正規方程式を満たす。∑
(zi − a− bxi − cyi) = 0∑
xi(zi − a− bxi − cyi) = 0∑
yi(zi − a− bxi − cyi) = 0

重回帰式の導出 正規方程式をデータの大きさ nで割り，平均値の式で表す。

z̄ − a− bx̄− cȳ = 0 (i)

xz − ax̄− bx2 − cxy = 0 (ii)

yz − aȳ − bxy − cy2 = 0 (iii)

(ii)から (i)× x̄を引き，(iii)から (i)× ȳを引いて，文字 aを消去する。

xz − x̄z̄ − b(x2 − x̄2)− c(xy − x̄ȳ) = 0

yz − ȳz̄ − b(xy − x̄ȳ)− c(y2 − ȳ2) = 0

分散や共分散を置き換えて連立方程式を解くと，次の結果が得られる。

a = z̄ − bx̄− cȳ, b =
s2ysxz − sxysyz

s2xs
2
y − sxy2

, c =
s2xsyz − sxysxz
s2xs

2
y − sxy2

(4)

決定係数と重相関係数 観測値 yと回帰値 ŷの相関係数 ryŷのことを重相関係数と
いう。決定係数は重相関係数の 2乗で表すことができる。

ryŷ =

∑
(yi − ȳ)(ŷi − ȳ)√∑

(yi − ȳ)2
√∑

(ŷi − ȳ)2
=

∑
{(ŷi − ȳ) + (yi − ŷi)}(ŷi − ȳ)√

TSS
√
ESS

=

∑
(ŷi − ȳ)2 +

∑
(ŷi − ȳ)(yi − ŷi)√

TSS
√
ESS

=
ESS +

∑
(ŷi − ȳ)(yi − ŷi)√
TSS

√
ESS
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正規方程式から
∑

(ŷi − ȳ)(yi − ŷi) = 0なので，ryŷ =
√

ESS/TSS，ryŷ
2 = R2が

成り立つ。決定係数は次のいずれかの方法で求めることができる。

R2 =
ESS

TSS
=

∑
(ŷi − ȳ)2∑
(yi − ȳ)2

, R2 = 1− RSS

TSS
= 1−

∑
(yi − ŷi)

2∑
(yi − ȳ)2

,

R2 = ryŷ
2 =

{
∑

(yi − ȳ)(ŷi − ȳ)}2∑
(yi − ȳ)2

∑
(ŷi − ȳ)2

(5)

特に単回帰（説明変数が 1個）の場合は，決定係数は xと yの相関係数の 2乗に
等しい。

R2 = rxy
2 =

{
∑

(xi − x̄)(yi − ȳ)}2∑
(xi − x̄)2

∑
(yi − ȳ)2
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